
Topologia

Lista 0,5 (powtórka z teorii mnogo±ci)

Zad 1. Niech Z oznacza podzbiór, a R rodzin¦ podzbiorów pewnej przestrzeni P . Okre±li¢,
czym jest X: elementem P , podzbiorem P , czy te» rodzin¡ podzbiorów P , je±li

a) X ⊂ P d) X ⊂ R g) X =
⋂

Y ∈R Y j) X ∈
⋃

Y ∈Z{Y } m) X = P \ Z
b) X ∈ Z e) X ⊂ Z h) X ∈ {Y : Y ∈ P} k) X ⊂ {Z, P} n) X ∈ R \ {Z}
c) X ∈ R f) X ∈ {Z} i) X ⊂ {Y : Y ∈ R} l) X ∈ {Z, P} o) X ⊂ {P}

Zad 2. Rozwi¡za¢ ukªad równa«

{
A ∩X = B

A ∪X = C
, gdzie A, B, C, s¡ ustalonymi zbiorami

takimi, »e B ⊂ A ⊂ C.

Zad 3. Niech A, B, C b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Pokaza¢, »e

a) A \B = A ∩B′ d) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) g) (A \B) ∩B = ∅
b) (A ∪B) ∩ A′ = B \ A e) A ∪ (A ∩B) = A = A ∩ (A ∪B) h) A \B = (A′ ∪B)′

c) (A \B) \ C = A \ (B ∪ A) f) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C) i) A \B = A \ (A ∩B)

Zad 4. Niech {At}t∈T b¦dzie rodzin¡ zbiorów. Udowodni¢ nast¦puj¡ce zwi¡zki zwane prawami
De Morgana1 (⋃

t∈T

At

)′
=
⋂
t∈T

A′t,

(⋂
t∈T

At

)′
=
⋃
t∈T

A′t

Zad 5. Niech X b¦dzie niepustym zbiorem. Pokaza¢, »e zbiór pot¦gowy 2X wraz z ró»nic¡
symetryczn¡ 4 tworzy grup¦ przemienn¡.2

Zad 6. Wykaza¢, »e je±li f : X → Y jest funkcj¡ oraz A, B ⊂ X, to

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B), f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B), f(A \B) ⊃ f(A) \ f(B).

Pokaza¢, na przykªadzie, »e na ogóª inkluzji nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zad 7. Niech f : X → Y oraz A, B ⊂ Y . Udowodni¢, »e

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B), f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B).

Zad 8. Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡. Wykaza¢, »e

a) f jest injekcj¡ ⇐⇒ f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), dla dowolnych zbiorów A, B ⊂ X,

b) f jest injekcj¡ ⇐⇒ f(A \B) = f(A) \ f(B), dla dowolnych zbiorów A, B ⊂ X.

Zad 9. Niech f : X → Y , A ⊂ X oraz B ⊂ Y . Sprawdzi¢, »e zachodz¡ inkluzje

f−1(f(A)) ⊃ A, f(f−1(B)) ⊂ B

oraz »adnej z nich na ogóª nie mo»na zast¡pi¢ równo±ci¡.

Zad 10. Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡. Pokaza¢, »e

a) f jest injekcj¡ ⇐⇒ f−1(f(A)) = A, dla dowolnego zbioru A ⊂ X,

b) f jest surjekcj¡ ⇐⇒ f(f−1(B)) = B, dla dowolnego zbioru B ⊂ Y ,

c) f jest bijekcj¡ ⇐⇒ f−1(f(A)) = A i f(f−1(B)) = B, dla dowolnych A ⊂ X, B ⊂ Y .

1Augustus De Morgan (1806-1871) angielski matematyk i logik
2przypominamy, »e 2X = {A : A ⊂ X} oraz A4B = A \B ∪B \A


